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LỜI MỞ ĐẦU

Cuốn sách này dành cho sinh viên các ngành kỹ thuật và những bạn đọc cần đến
kiến thức về phương trình vi phân và chuỗi vô hạn để áp dụng trong các chuyên
ngành của mình. Cuốn sách bao gồm kỹ thuật giải và ứng dụng của phương trình vi
phân và chuỗi vô hạn. Nhiều định luật và các vấn đề của khoa học kỹ thuật và đời
sống tự nhiên xuất hiện trong toán học dưới dạng phương trình vi phân, các phương
trình như vậy có tầm quan trọng mang tính nền tảng trong khoa học kỹ thuật và ứng
dụng thực tế. Vì vậy, mục tiêu chính của cuốn sách này là giúp sinh viên làm quen
với các mô hình vật lý và ứng dụng khác nhau dẫn đến một số lớp phương trình vi
phân và cung cấp cho sinh viên các phương pháp tiêu chuẩn quan trọng để giải các
phương trình vi phân đó. Cùng với đó, cuốn sách cũng cung cấp những kiến thức
cơ bản và kỹ năng tính toán đánh giá tính hội tụ hay phân kỳ đối với các chuỗi số
và chuỗi hàm số và ứng dụng trong các vấn đề liên quan đến xấp xỉ hàm và phân rã
hàm thành phổ rời rạc (Fourier), vốn đóng vai trò quan trọng trong các bài toán kỹ
thuật.

Trong quá trình biên soạn, nhóm tác giả đã tích hợp đầy đủ các modules kiến
thức trong đề cương môn Giải tích III đã thống nhất của Viện Toán ứng dụng và Tin
học. Ngoài ra, để mở rộng và nâng cao một số kỹ năng và làm phong phú thêm kiến
thức của người đọc, chúng tôi đã đưa thêm một số nội dung kiến thức nằm ngoài đề
cương, các kiến thức này được đưa vào phần đọc thêm. Chúng tôi quan niệm rằng,
người học luôn cần có sự tò mò khoa học để hoàn thiện và phát triển các kiến thức
của mình trong một thế giới rộng lớn, không thuần nhất và đầy biến động như hiện
nay.

Để giúp người học thực hành và củng cố các kiến thức lý thuyết và kỹ năng tính
toán của mình, sau mỗi chương, chúng tôi đưa ra các bài tập luyện tập có đáp số và
hướng dẫn giải ở cuối sách. Hơn nữa, chúng tôi cũng cung cấp một số đề thi môn
Giải tích III các năm qua của Viện Toán ứng dụng và Tin học để người học có thể làm
quen với dạng thức đề thi giữa kỳ và cuối kỳ của môn học theo từng nhóm ngành.

Nhóm tác giả rất mong muốn nhận được các góp ý quý giá từ bạn đọc để cuốn
sách ngày càng được hoàn thiện hơn trong các lần xuất bản sau. Các nhận xét và góp
ý xin gửi về email: huy.nguyenthieu@hust.edu.vn.

Các tác giả:
Nguyễn Thiệu Huy • Bùi Xuân Diệu • Đào Tuấn Anh
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CHƯƠNG 1
Chuỗi số

Những nhà sáng lập đầu tiên của phép tính vi phân, bao gồm Newton và Leibniz,
đã nhận thức rõ tầm quan trọng của chuỗi vô hạn. Các giá trị chính xác của nhiều
hàm như sin và cosin chỉ có thể đạt được trong những trường hợp đặc biệt. Các chuỗi
vô hạn cung cấp một công cụ để tính xấp xỉ bất kỳ một giá trị nào của các hàm đó
với độ sai số bé tùy ý. Trong chương này, chúng ta sẽ bắt đầu bằng các khái niệm về
chuỗi vô hạn của các số thực, sự hội tụ hay phân kỳ, tổng của chuỗi số. Sau đó, các
tiêu chuẩn kiểm tra tính hội tụ và phân kỳ của các chuỗi số, cùng với một số tính
chất khác của chúng sẽ được trình bày.

§1. CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN VỀ CHUỖI SỐ

Định nghĩa 1.1. Cho {an}∞
n=1 là một dãy số. Tổng vô hạn

a1 + a2 + · · ·+ an + · · ·

được gọi là một chuỗi số và được ký hiệu là
∞
∑

n=1
an, trong đó an được gọi là số hạng tổng quát

và Sn = a1 + a2 + · · ·+ an được gọi là tổng riêng thứ n.

i) Nếu dãy số {Sn} là hội tụ với lim
n→∞

Sn = S, thì ta nói chuỗi số
∞
∑

n=1
an là hội tụ và có

tổng bằng S và viết
∞

∑
n=1

an = S.

ii) Ngược lại, nếu dãy số {Sn} là phân kỳ, thì ta nói chuỗi số
∞
∑

n=1
an là phân kỳ.

Ví dụ 1.2. Xét chuỗi số sau:

1 + 2 + · · ·+ n + · · ·

1



2 Chuỗi số

Chuỗi số này có Sn = n(n + 1)/2 nên lim
n→∞

Sn = ∞ (phân kỳ). Kết luận, chuỗi số là

phân kỳ.

Ví dụ 1.3. Xét sự hội tụ và tính tổng (nếu có) của chuỗi hình học

∞

∑
n=0

aqn = a + aq + aq2 + · · · , a ̸= 0(1)

Ta có ®
Sn = a + aq + · · ·+ aqn−1

qSn = aq + aq2 + · · ·+ aqn

Do đó Sn = a 1−qn

1−q (q ̸= 1) và

lim
n→∞

Sn =

{
a

1−q nếu |q| < 1

∞ nếu |q| > 1.

• Trường hợp q = 1 dễ thấy chuỗi số đã cho phân kỳ vì Sn = an nên lim
n→∞

Sn = ∞.

• Trường hợp q = −1 ta có Sn =

®
0, nếu n chẵn,
a, nếu n lẻ

nên không tồn tại lim
n→∞

Sn.

Chuỗi đã cho là phân kỳ.

Kết luận: chuỗi hình học đã cho hội tụ và có tổng bằng a
1−q nếu |q| < 1 và phân kỳ

nếu |q| ≥ 1.

Ví dụ 1.4. Viết số thực 2.317 = 2.3171717 . . . dưới dạng phân số.

2.317 = 2.3 +
17
103 +

17
105 +

17
107 + · · ·

Sau số hạng đầu tiên thì chuỗi đã cho là một chuỗi hình học với a = 17
103 và q = 1

102 .
Do đó

2.317 =
23
10

+
17
103

1− 1
102

=
1147
495

.

Ví dụ 1.5. Chứng minh rằng 1.9999 . . . = 2.

Chứng minh. Ta có

1.9999 . . . = 1.9̄ = 1 +
9

10
+

9
100

+ · · · = 1 +
9

10

∞

∑
n=0

(
1

10

)n

Sau số hạng đầu tiên thì tổng đã cho là một chuỗi hình học với a = 9
10 và q = 1

10 .
Do đó

1.9999 . . . = 1.9̄ = 1 +
9

10

1− 1
10

= 2.

(1)còn gọi là chuỗi của cấp số nhân.



1 Các khái niệm cơ bản về chuỗi số 3

Nếu chỉ nhìn thoáng qua thì có vẻ như là 1.9999 . . . < 2. Chính vì vậy, nếu chưa được
học khái niệm về giới hạn hoặc chuỗi số, đẳng thức này có lẽ sẽ gây bối rối cho người
đọc.

Ví dụ 1.6. Chứng minh rằng chuỗi số
∞
∑

n=1

1
n(n+1) hội tụ và tính tổng.

Trước hết ta phân tích 1
n(n+1) =

1
n −

1
n+1 . Ta có

Sn =
1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1
n(n + 1)

=

(
1
1
− 1

2

)
+

(
1
2
− 1

3

)
+ · · ·

(
1
n
− 1

n + 1

)
= 1− 1

n + 1
.

Do đó lim
n→∞

Sn = 1. Kết luận: Chuỗi đã cho hội tụ và có tổng bằng 1.

Ví dụ 1.7. Xét sự hội tụ, phân kỳ của chuỗi điều hòa
∞
∑

n=1

1
n .

Với 1 < m ∈ N bất kỳ, chọn n > 2m+1 ta được

Sn > 1 +
1
2
+

1
3
+ · · ·+ 1

2m+1

= 1 +
1
2
+

(
1
3
+

1
4

)
+

(
1
5
+

1
6
+

1
7
+

1
8

)
+ · · ·+

(
1

2m + 1
+ · · ·+ 1

2m+1

)
> 1 +

1
2
+ 2.

1
4
+ 4.

1
8
+ · · ·+ 2m.

1
2m+1

= 1 +
m + 1

2

Dãy các tổng riêng Sn có thể lớn tùy ý nên lim
n→∞

Sn = ∞, chuỗi đã cho phân kỳ.

Định lý 1.8 (Điều kiện cần để chuỗi hội tụ).

Nếu chuỗi số
∞
∑

n=1
an là hội tụ, thì lim

n→∞
an = 0.

Chứng minh. Đặt Sn = a1 + a2 + · · ·+ an, ta có an = Sn − Sn−1. Vì
∞
∑

n=1
an hội tụ nên

dãy số {Sn}∞
n=1 có giới hạn hữu hạn. Đặt lim

n→∞
Sn = S. Vì n− 1→ ∞ khi n → ∞ nên

lim
n→∞

Sn−1 = S. Do đó

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = lim
n→∞

Sn − lim
n→∞

Sn−1 = S− S = 0.

Chú ý 1.9. 1. Mệnh đề đảo của Định lý 1.8 là không đúng. Chẳng hạn như chuỗi

điều hòa sau đây
∞
∑

n=1

1
n có lim

n→∞
1
n → 0 khi n→ ∞, nhưng chuỗi này là phân kỳ

(Xem Ví dụ 1.34 (tr. 14) dưới đây).
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2. Định lý 1.8 cho chúng ta một điều kiện đủ để kiểm tra một chuỗi là phân kỳ.
Cụ thể, nếu lim

n→∞
an không tồn tại hoặc lim

n→∞
an ̸= 0 thì chuỗi đã cho là phân kỳ.

Chẳng hạn như chuỗi số sau đây
∞
∑

n=1

n
2n+1 có lim

n→∞
n

2n+1 = 1
2 nên chuỗi đã cho

là phân kỳ. Tuy nhiên lưu ý rằng nếu lim
n→∞

an = 0 thì chúng ta chưa có kết luận

gì về tính hội tụ của chuỗi
∞
∑

n=1
an.

3. Thay đổi một số số hạng đầu tiên của một chuỗi thì không làm ảnh hưởng đến

tính hội tụ hay phân kỳ của chuỗi số đó. Chẳng hạn như hai chuỗi số
∞
∑

n=1
an và

∞
∑

n=M
an sẽ có cùng tính chất hội tụ hoặc phân kỳ (với mọi M > 1).

Ví dụ 1.10. Chuỗi
∞
∑

n=1
n ln

(
1 +

1
n

)
là phân kỳ bởi vì lim

n→∞
n ln

(
1 +

1
n

)
= 1 ̸= 0.

Định lý 1.11 (Các phép toán trên chuỗi số hội tụ). Nếu
∞
∑

n=1
an và

∞
∑

n=1
bn là các chuỗi số

hội tụ, thì chuỗi số
∞
∑

n=1
(αan + βbn) với α, β ∈ R cũng là một chuỗi số hội tụ và

∞

∑
n=1

(αan + βbn) = α
∞

∑
n=1

an + β
∞

∑
n=1

bn.

Ví dụ 1.12. Chứng minh rằng chuỗi
∞
∑

n=1

(
2016

n(n+1) +
2017
2n

)
hội tụ và tính tổng.

Ta có chuỗi
∞
∑

n=1

2016
n(n+1) hội tụ và có tổng bằng 2016, chuỗi

∞
∑

n=1

2017
2n hội tụ và có tổng

bằng 2017 nên chuỗi
∞
∑

n=1

(
2016

n(n+1) +
2017
2n

)
cũng hội tụ và có tổng bằng 4033.

§2. CHUỖI SỐ DƯƠNG

Định nghĩa 1.13. Chuỗi số
∞
∑

n=1
an với an > 0 được gọi là một là chuỗi số dương.

Nhận xét rằng dãy các tổng riêng Sn là một dãy số tăng, nên một chuỗi số dương
là hội tụ khi và chỉ khi Sn là bị chặn. Trong bài này chúng ta sẽ nghiên cứu các tiêu
chuẩn để một chuỗi số dương là hội tụ.

1.2.1 Các tiêu chuẩn so sánh

Định lý 1.14 (Tiêu chuẩn so sánh 1). Cho hai chuỗi số dương
∞
∑

n=1
an và

∞
∑

n=1
bn có an ≤

bn với mọi n hoặc kể từ một số n nào đó. Khi đó
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i) Nếu
∞
∑

n=1
bn là hội tụ thì

∞
∑

n=1
an cũng là hội tụ.

ii) Nếu
∞
∑

n=1
an là phân kỳ thì

∞
∑

n=1
bn cũng là phân kỳ.

Chứng minh. Từ giả thiết suy ra

An = a1 + a2 + · · ·+ an ≤ b1 + b2 + · · ·+ bn = Bn. (1.1)

i) Nếu
∞
∑

n=1
bn hội tụ, nghĩa là tồn tại lim

n→∞
Bn = B và Bn ≤ B với mọi n. Bất đẳng

thức (1.1) chứng tỏ dãy tổng riêng An là một dãy số bị chặn trên, hơn nữa nó
tăng do tính chất của chuỗi số dương, nên tồn tại lim

n→∞
An = A. Vì vậy, chuỗi

∞
∑

n=1
an hội tụ.

ii) Bạn đọc có thể tự chứng minh một cách đơn giản cũng dựa vào bất đẳng thức
(1.1).

Ví dụ 1.15. Xét sự hội tụ của chuỗi số nghịch đảo bình phương
∞
∑

n=1

1
n2 .

Ta có 1
(n+1)2 < 1

n(n+1) mà chuỗi số
∞
∑

n=1

1
n(n+1) hội tụ theo Ví dụ 1.6 (tr. 3) nên chuỗi số

∞
∑

n=1

1
(n+1)2 và do đó

∞
∑

n=1

1
n2 cũng hội tụ.

Ví dụ 1.16. Xét sự hội tụ của chuỗi
∞
∑

n=1

1
n2+n+1 .

Chứng minh. Ta có 1
n2+n+1 < 1

n2 . Mà
∞
∑

n=1

1
n2 là hội tụ theo Ví dụ 1.15, nên chuỗi

∞
∑

n=1

1
n2+n+1 cũng là hội tụ.

Ví dụ 1.17. Xét sự hội tụ của chuỗi
∞
∑

n=2

1
ln n .

Chứng minh. Ta có ln n < n với mọi n ≥ 2. Do đó 0 < 1
n < 1

ln n . Mà chuỗi
∞
∑

n=1

1
n là

phân kỳ theo Ví dụ 1.7 (tr. 3), nên chuỗi
∞
∑

n=2

1
ln n là phân kỳ.

Ví dụ 1.18. Xét sự hội tụ của chuỗi
∞
∑

n=2

1
[ln(ln(n+1))]ln n .



6 Chuỗi số

Ta có

un =
1

[ln(ln(n + 1))]ln n =
1

eln[ln(ln(n+1))]ln n =
1

eln n ln[ln(ln(n+1))]
=

1
nln[ln(ln(n+1))]

.

Vì lim
n→∞

ln [ln(ln(n + 1))] = +∞ nên tồn tại N0 > 0 sao cho ln [ln(ln(n + 1))] >

2, ∀n > N0

⇒ un <
1
n2 ∀n > N0 ⇒

∞

∑
n=2

un hội tụ.

Định lý 1.19 (Tiêu chuẩn so sánh 2). Cho hai chuỗi số dương
∞
∑

n=1
an và

∞
∑

n=1
bn thỏa mãn

lim
n→∞

an

bn
= c > 0 và c ̸= ∞.

Khi đó
∞
∑

n=1
an và

∞
∑

n=1
bn có cùng tính chất hội tụ hoặc phân kỳ.

Chứng minh. Vì lim
n→∞

an
bn

= c nên với mọi ϵ > 0, tồn tại số N ∈ N

c− ϵ <
an

bn
< c + ϵ⇔ (c− ϵ)bn < an < (c + ϵ)bn, ∀n ≥ N.

Lấy tổng từ N đến ∞ ta được

(c− ϵ)
∞

∑
n=N

bn ≤
∞

∑
n=N

an ≤ (c + ϵ)
∞

∑
n=N

bn. (1.2)

Ta chọn ϵ đủ nhỏ sao cho c− ϵ > 0. Theo tiêu chuẩn so sánh 1,

• vế phải của bất đẳng thức (1.2) chứng tỏ rằng nếu chuỗi
∞
∑

n=1
bn hội tụ thì chuỗi

∞
∑

n=1
an cũng hội tụ.

• vế trái của bất đẳng thức (1.2) chứng tỏ rằng nếu chuỗi
∞
∑

n=1
an hội tụ thì chuỗi

∞
∑

n=1
bn cũng hội tụ.

Chú ý 1.20.

a) Các trường hợp đặc biệt

• Nếu lim
n→∞

an
bn

= 0 và chuỗi
∞
∑

n=1
bn hội tụ thì

∞
∑

n=1
an cũng hội tụ. Điều này dễ

hiểu vì lim
n→∞

an
bn

= 0 suy ra với n đủ lớn thì an
bn
≤ 1 hay an ≤ bn với mọi

n ≥ N nào đó.
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• Nếu lim
n→∞

an
bn

= ∞ và chuỗi
∞
∑

n=1
bn phân kỳ thì

∞
∑

n=1
an cũng phân kỳ. Điều

này cũng dễ hiểu vì lim
n→∞

an
bn

= ∞ suy ra với n đủ lớn thì an
bn
≥ 1 hay an ≥ bn

với mọi n ≥ N nào đó.

b) Cũng giống như TPSR, khi xét sự hội tụ của chuỗi số người ta chỉ quan tâm đến
"dáng điệu" của số hạng tổng quát an tại vô cùng. Tiêu chuẩn so sánh thường
được sử dụng để so sánh chuỗi số đã cho với một trong hai chuỗi số sau đây:

• Chuỗi hình học
∞
∑

n=1
qn

®
hội tụ nếu |q| < 1,
phân kỳ nếu |q| ≥ 1.

• Chuỗi hàm zeta ζ(α) =
∞
∑

n=1

1
nα

®
hội tụ nếu α > 1,
phân kỳ nếu α ≤ 1.

Ví dụ 1.21. Xét sự hội tụ của chuỗi
∞
∑

n=1

n2+n√
n5+1

.

Chứng minh. Số hạng trội (chiếm ưu thế) của tử số là n2 và số hạng trội của mẫu
số là

√
n5 = n5/2. Điều đó gợi ý chúng ta so sánh chuỗi số đã cho với chuỗi số

∞
∑

n=1

n2
√

n5 =
∞
∑

n=1

1
n1/2 . Ta có

an =
n2 + n√
n5 + 1

, bn =
1

n1/2

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

(n2 + n).n1/2
√

n5 + 1
= lim

n→∞

1 + 1
n»

1 + 1
n5

= 1.

Mà chuỗi
∞
∑

n=1

1
n1/2 là phân kỳ theo Ví dụ 1.34 (tr. 14) nên chuỗi đã cho cũng phân kỳ.

Ví dụ 1.22. Xét sự hội tụ của chuỗi
∞
∑

n=1

2n+3n

4n+5n .

Chứng minh. Số hạng trội (chiếm ưu thế) của tử số là 3n và số hạng trội của mẫu số

là 5n. Điều này gợi ý chúng ta so sánh chuỗi số đã cho với chuỗi
∞
∑

n=1

( 3
5
)n

. Ta có

an =
2n + 3n

4n + 5n , bn =

(
3
5

)n

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

(2n + 3n)5n

(4n + 5n)3n = lim
n→∞

( 2
3
)n

+ 1(
4
5

)n
+ 1

= 1.

Mà chuỗi hình học
∞
∑

n=1

( 3
5
)n

là hội tụ theo Ví dụ 1.3 (tr. 1), do đó chuỗi số đã cho cũng

là hội tụ.
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