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Lời mở đầu

Lý thuyết tối ưu được ứng dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực khác nhau như
tài chính, kinh tế, công nghệ thông tin và truyền thông, khoa học dữ liệu, quản
lý, xây dựng, kỹ thuật v.v.. Đồng thời, lý thuyết tối ưu liên quan chặt chẽ và
góp phần thúc đẩy sự phát triển của nhiều ngành toán học khác như giải tích,
tính toán khoa học, điều khiển toán học, giải tích biến phân, v.v..

Cuốn sách "Nhập môn Lý thuyết tối ưu" trình bày một số nội dung cơ
bản nhất của lý thuyết tối ưu và được sử dụng làm giáo trình phục vụ đào tạo
bậc sau đại học tại Viện Toán ứng dụng và Tin học, Trường Đại học Bách khoa
Hà Nội. Cuốn sách này cũng là tài liệu tham kho hữu ích cho sinh viên, học
viên cao học, nghiên cứu sinh trong các ngành Kinh tế, Công nghệ thông tin,
cũng như các ngành khoa học công nghệ khác như Cơ khí, Điện, Điện tử viễn
thông, v.v..

Để người đọc tiện tra cứu các khái niệm, danh mục Từ khóa ở cuối cuốn
sách đã sắp xếp tên các khái niệm theo thứ tự chữ cái đầu kèm theo trang cần
tìm.

Các tác giả chân thành cảm ơn TS. Tạ Anh Sơn, TS. Nguyễn Thị Toàn, TS.
Nguyễn Quang Thuận, TS. Nguyễn Cảnh Nam, TS. Trịnh Ngọc Hải, TS. Trần
Ngọc Thăng, TS. Phạm Thị Hoài, v.v.. đã cho nhiều ý kiến quý báu về nội dung
cuốn sách. Chân thành cảm ơn Nhà xuất bản Bách khoa cùng các biên tập viên
đã đọc bản thảo và cho các ý kiến góp ý để cuốn sách được hoàn thiện hơn.

Cuốn sách này chắc chắn còn nhiều thiếu sót. Các tác giả rất mong nhận
được những góp ý của độc giả để cuốn sách hoàn thiện hơn trong lần xuất bản
sau.

Xin trân trọng cảm ơn!

Hà Nội, tháng 05 năm 2021
Các tác giả
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Một số ký hiệu và chữ viết tắt

R tập số thực
R

n không gian Euclid n chiều
x ∈ D x thuộc tập D
x 6∈ D x không thuộc tập D
∅ tập rỗng
C \D hiệu của tập C và D
C ∪D hợp của tập C và tập D
C ∩D giao của tập C và tập D
〈x, y〉 tích vô hướng của x và y
‖x‖ chuẩn Euclid của x
|x| giá trị tuyệt đối của x
affE bao afin của tập E
convE bao lồi của tập E
dimE thứ nguyên (hoặc số chiều) của tập E
|X| số phần tử của tập X
[x1, x2] đoạn nối hai điểm x1 và x2

intX phần trong của tập X
riX phần trong tương đối của tập X
recX nón lùi xa của tập X
cone{v1, . . . , vk} nón sinh bởi các véc tơ v1, . . . , vk

T (X, x∗) nón tiếp xúc với tập X tại điểm x∗

NX(x
∗) nón pháp tuyến của tập X tại điểm x∗

N0 nón cực của nón N
F (X, x∗) tập các hướng chấp nhận được của tập X tại x∗

B(x∗, ε) ε-lân cận của điểm x∗

domf miền xác định hữu hiệu của f
epi(f) epigraph của hàm f
hypo(f) hypograph của hàm f
f ′(x0, d) đạo hàm theo hướng d của hàm f tại x0

∇f(x) véc tơ gradient của hàm f tại điểm x
∇2f(x) ma trận Hesse của hàm f tại điểm x
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f ′
xi

đạo hàm riêng của f theo biến xi
AT ma trận chuyển vị của ma trận A
A−1 ma trận nghịch đảo của ma trận khả nghịch A
Im ma trận đơn vị cấp m
rankA hạng của ma trận A
L hàm Lagrange
v.đ.k. viết tắt của cụm từ "với điều kiện"
t.ư. viết tắt của từ "tương ứng"
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Chương 1

Bài toán tối ưu

Trong cuốn giáo trình này, chúng ta làm việc trên không gian Euclid1
R

n. Mỗi
điểm x trong không gian R

n là một bộ n số thực được sắp có thứ tự và được
viết dưới dạng cột

x :=









x1

x2
...

xn









.

Mỗi số xi , i ∈ {1, . . . , n}, được gọi là tọa độ thứ i của điểm x. Như thường lệ,
ta quy ước

x = (x1, x2, . . . , xn)
T :=









x1

x2
...

xn









.

Điểm 0 ∈ R
n có tất cả các tọa độ bằng 0, tức 0 = (0, 0, . . . , 0)T . Mỗi điểm

x ∈ R
n có thể được xem là một véc tơ có điểm đầu là 0 và điểm cuối là x. Tích

vô hướng của hai véc tơ x và y trong R
n được biểu diễn là

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi = xT y.

1EUCLID (330 trước CN − 275 trước CN): Người đời sau chỉ biết mơ hồ hình như nhà toán học
thiên tài này là người Hy Lạp, sống và làm việc tại Athènes. Euclid nổi tiếng với bộ sách "Cơ sở"
gồm 13 tập trình bày một cách hệ thống toàn bộ kiến thức toán học thời bấy giờ. Không gian Euclid
ban đầu được hiểu như không gian thực ba chiều với hệ tiên đề Euclid. Sau đó, nhà toán học Ba Lan
là Banach (1892 − 1945) đã mở rộng nó sang không gian nhiều chiều trong luận án tiến sĩ (1920)
của ông.

1



2 Nhập môn Lý thuyết Tối ưu

Chuẩn Euclid (hay độ dài) của véc tơ x = (x1, . . . , xn)
T ∈ R

n, ký hiệu là ‖x‖,
là một số thực không âm được xác định bởi

‖x‖ :=
√

〈x, x〉 =
( n∑

i=1

x2i

) 1

2

.

Khoảng cách giữa hai véc tơ x, y ∈ R
n được định nghĩa là chuẩn của hiệu hai

véc tơ đó, nghĩa là bằng

‖x− y‖ =
√

〈x− y, x− y〉 =
( n∑

i=1

(xi − yi)
2
) 1

2

.

Hiển nhiên là khoảng cách giữa x và y bằng khoảng cách giữa y và x.
Với mỗi số thực ε > 0, ta gọi tập

B(x∗, ε) := {x ∈ R
n : ‖x− x∗‖ < ε}

là một ε-lân cận của điểm x∗ ∈ R
n.

1.1 Mô hình toán học của bài toán tối ưu

Cho f : Rn → R̄ := R∪{−∞,+∞} và X ⊆ R
n. Bài toán tối ưu được phát biểu

như sau
f(x) → inf v.đ.k. x ∈ X, (Pm(X))

hoặc
f(x) → sup v.đ.k. x ∈ X. (PM(X))

Ta gọi f là hàm mục tiêu và X là tập nghiệm chấp nhận được hay tập ràng buộc
của bài toán. Mỗi điểm x ∈ X được gọi là một nghiệm chấp nhận được hay một
phương án chấp nhận được hoặc một phương án.

Giá trị tối ưu của bài toán (Pm(X)), ký hiệu là inf f(X), là cận dưới lớn nhất
(hay giá trị infimum) của giá trị hàm f trên X. Theo định nghĩa, t0 = inf f(X)
với t0 ∈ R ∪ {−∞}, có nghĩa là

f(x) ≥ t0 với mọi x ∈ X và ∃{xk} ⊂ X sao cho lim
k→∞

f(xk) = t0.

Tương tự, giá trị tối ưu của bài toán (PM(X)), ký hiệu là sup f(X), là cận trên
nhỏ nhất (hay giá trị supremum) của giá trị hàm f trên X. Giả sử t∗ = supf(X)
với t∗ ∈ R ∪ {+∞}. Khi đó,

f(x) ≤ t∗ với mọi x ∈ X và ∃{xk} ⊂ X sao cho lim
k→∞

f(xk) = t∗.



Chương 1. Bài toán tối ưu và các khái niệm cơ bản 3

Nếu tồn tại x0 ∈ X sao cho f(x0) = inf f(X), tức

x0 ∈ X và f(x0) ≤ f(x) ∀x ∈ X

thì x0 được gọi là nghiệm tối ưu, hoặc nghiệm tối ưu toàn cục, hoặc nghiệm
cực tiểu toàn cục (global minimizer), hoặc chỉ đơn giản là nghiệm của bài toán
(Pm(X)). Một nghiệm tối ưu còn được gọi là một phương án tối ưu hay lời giải
của bài toán đã cho. Nếu bài toán (Pm(X)) có nghiệm tối ưu x0 thì giá trị tối
ưu của bài toán là f(x0). Khi đó, bài toán (Pm(X)) có thể viết dưới dạng

min f(x) v.đ.k. x ∈ X (Pm(X))

và giá trị tối ưu được ký hiệu là min{f(x) : x ∈ X}. Tập nghiệm tối ưu của bài
toán (Pm(X)) được ký hiệu là Argmin{f(x) : x ∈ X} hoặc Argmin(Pm(X)).
Một nghiệm chấp nhận được x0 ∈ X được gọi là nghiệm tối ưu chặt hoặc nghiệm
cực tiểu toàn cục chặt của bài toán (Pm(X)) nếu f(x0) < f(x) với mọi x ∈ X và
x 6= x0. Hiển nhiên là x0 là nghiệm cực tiểu toàn cục chặt của bài toán (Pm(X))
khi và chỉ khi Argmin(Pm) = {x0}.

Tương tự, nếu x∗ ∈ X và f(x∗) ≥ f(x) với mọi x ∈ X thì ta nói x∗ là nghiệm
tối ưu của bài toán (PM(X)). Điểm x∗ ∈ X được gọi là nghiệm tối ưu chặt hoặc
nghiệm cực đại toàn cục chặt của bài toán (PM(X)) nếu f(x∗) > f(x) với mọi
x 6= x∗ và x ∈ X. Ký hiệu Argmax{f(x) : x ∈ X} hoặc Argmax(PM(X)) là
tập nghiệm tối ưu của bài toán (PM(X)). Nếu Argmax(PM(X)) 6= ∅ thì giá trị
tối ưu của bài toán (PM(X)) là f(x̄), trong đó x̄ ∈ Argmax(PM(X)).

Điểm x0 ∈ R
n được gọi là nghiệm tối ưu địa phương hoặc nghiệm cực tiểu

địa phương của bài toán (Pm(X)) nếu tồn tại một ε-lân cận B(x0, ε) của điểm
x0 sao cho

x0 ∈ X và f(x0) ≤ f(x) ∀x ∈ B(x0, ε) ∩X.
Nếu f(x0) < f(x) với mọi x 6= x0 và x ∈ B(x0, ε)∩X thì x0 là nghiệm cực tiểu
địa phương chặt của bài toán (Pm(X)).

Tương tự, nếu tồn tại một ε-lân cận B(x∗, ε) của điểm x∗ ∈ X thỏa mãn

f(x∗) ≥ f(x) ∀x ∈ B(x∗, ε) ∩X
thì ta nói x∗ là nghiệm tối ưu địa phương của bài toán (PM(X)). Trong trường
hợp f(x∗) > f(x) với mọi x 6= x∗ và x ∈ B(x∗, ε) ∩X thì x∗ là nghiệm cực đại
địa phương chặt của bài toán (PM(X)).

Lưu ý rằng, bài toán (Pm(X)) và bài toán (PM(X)) có thể không có nghiệm
tối ưu nhưng giá trị tối ưu thì luôn tồn tại. Vì

Argmin{f(x) : x ∈ X} = −Argmax{−f(x) : x ∈ X}
và

inf f(X) = − sup(−f(X))

nên ta chỉ cần xét bài toán (Pm(X)) hoặc bài toán (PM(X)).



4 Nhập môn Lý thuyết Tối ưu

Ví dụ 1.1.

i) Với f(x) = x3 − 3x và X = R, bài toán (Pm(X)) có một nghiệm tối ưu địa
phương là x∗ = 1 nhưng không có nghiệm tối ưu và giá trị tối ưu t0 = −∞.
Xem minh họa ở Hình 1.1(a).

ii) Giả sử f(x) = x1 và X = {x ∈ R
2 : x1x2 ≥ 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}. Khi đó, bài

toán (Pm(X)) có Argmin{f(x) : x ∈ X} = ∅ và giá trị tối ưu t0 = 0. Xem
Hình 1.1(b).

0 x

y

(a)

−1
1

2

−2

(b)

0 x1

x2

Hình 1.1.

iii) Nếu f(x) = x4 − 2x2 +1 và X = R thì bài toán (Pm(X)) có hai nghiệm tối
ưu là x∗ = −1 và x̄∗ = 1, và giá trị tối ưu fopt = 0. Xem minh họa ở Hình
1.2(a).

iv) Xét bài toán (Pm(X)) với f(x) = (x1 − 3)2 + (x2 − 2)2 và tập

X = {x ∈ R
2 : x21 − x2 ≤ 3, x2 ≤ 1, x1 ≥ 0}.

Tập chấp nhận được X được minh họa ở Hình 1.2(b). Với mỗi số thực
α > 0, đường mức {x ∈ R

2 : f(x) = α} là đường tròn tâm (3, 2)T , bán
kính

√
α. Theo hình học, dễ thấy bài toán (Pm(X)) có nghiệm tối ưu chặt

là x∗ = (2, 1)T ∈ X và giá trị tối ưu min{f(x) : x ∈ X} = f(x∗) = 2.

0 x

y

(a)

1

1−1

(b)

0 x1

x2

1

2 3

2

−3

Hình 1.2.
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v) Cho f(x) = x1 và

X = {x ∈ R
2 : x21 − x2 ≤ 3, x2 ≤ 1, |x1| ≥ 1}.

Xem minh họa ở Hình 1.3(a). Tập nghiệm tối ưu địa phương của bài toán
(Pm(X)) là đoạn thẳng nối điểm (1, 1)T và (1,−2)T . Bài toán có nghiệm
tối ưu chặt là x∗ = (−2, 1)T và giá trị tối ưu là

min{f(x) : x ∈ X} = f(x∗) = −2.

vi) Bài toán min{f(x) = x1 + x2 : x ∈ X}, trong đó

X = {x ∈ R
2 : x21 + x22 ≤ 1, x1 + x2 ≥ −1},

có vô số nghiệm. Tập nghiệm tối ưu Argmin{f(x) : x ∈ X} là đoạn thẳng
nối điểm (−1, 0)T và (0,−1)T . Xem Hình 1.3(b). Giá trị tối ưu là fopt = −1.

x1

x2

(a)

0

1
1−1

−2

−2

−3

0

−1

−1

1

1
x1

x2

(b)
Hình 1.3.

1.2 Một số ví dụ thực tế

Ví dụ 1.2. (Bài toán định vị kho chứa hàng)
Một công ty cung cấp một loại hàng cho n siêu thị. Giả sử đã biết vị trí của
siêu thị thứ j là (uj1, u

j
2), j = 1, . . . , n. Theo đơn đặt hàng, mỗi tuần, số đơn

vị hàng công ty phải chuyển đến siêu thị thứ j là bj , j = 1, . . . , n. Công ty dự
định xây m kho chứa loại hàng này sao cho kho thứ i phải chứa được ai đơn vị
hàng, i = 1, 2, . . . , m và

m∑

i=1

ai ≥
n∑

j=1

bj .

Công ty cần xác định địa điểm để xây m kho này và số đơn vị hàng xij chuyển
từ các kho i = 1, . . . , m đến các siêu thị j = 1, . . . , n sao cho tổng

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij

là nhỏ nhất, trong đó dij là khoảng cách từ kho thứ i đến siêu thị thứ j,
i = 1, . . . , m và j = 1, . . . , n, với các giả thiết sau:
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Hàng có thể được chuyển từ một kho đến một siêu thị bất kỳ. Mỗi siêu thị
đều nhận đủ số lượng hàng yêu cầu, tức

m∑

i=1

xij = bj , j = 1, . . . , n.

Các siêu thị không được trả lại hàng về kho, tức xij ≥ 0, i = 1, . . . , m,
j = 1, . . . , n.

Mô hình toán học của bài toán này là

min
m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij (PDL)

v.đ.k.
n∑

j=1

xij ≤ ai, i = 1, . . . , m

m∑

i=1

xij = bj , j = 1, . . . , n

xij ≥ 0, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n.

Lưu ý rằng, ta cần phải xác định cả xij và dij, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n. Ký
hiệu (vi1, v

i
2) là vị trí của kho thứ i, i = 1, . . . , m. Khi đó, khoảng cách dij từ

kho thứ i đến siêu thị thứ j là

dij =

√

(vi1 − uj1)
2 + (vi2 − uj2)

2.

Bài toán (PDL) là bài toán tối ưu phi tuyến với (2m +m × n) biến vi1, v
i
2, xij ,

i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n.

Trong trường hợp vị trí các kho đã biết trước thì khoảng cách dij là số xác
định. Khi đó, bài toán (PDL) trở thành bài toán vận tải thông thường có tổng

lượng phát
m∑

i=1

ai lớn hơn hoặc bằng tổng lượng thu
n∑

j=1

bj , xem [15],[32].

Ví dụ 1.3. (Bài toán lập kế hoạch sản xuất)
Một xí nghiệp dự định sản xuất n loại sản phẩm khác nhau từ m loại nguyên
liệu. Biết rằng:

Lợi nhuận thu được khi bán một đơn vị sản phẩm loại j là cj , chi phí để sản
xuất ra một đơn vị sản phẩm loại j là dj, j = 1, . . . , n;

Trữ lượng nguyên liệu loại i mà xí nghiệp có là bi, i = 1, . . . , m;
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Để sản xuất một đơn vị sản phẩm loại j cần aij đơn vị nguyên liệu loại i,
i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n;

Ký hiệu xj là số đơn vị sản phẩm loại j mà xí nghiệp sẽ sản xuất, j = 1, . . . , n.
Hiển nhiên là xj ≥ 0 với mọi j. Khi đó, tổng lợi nhuận xí nghiệp thu được là

p(x) = c1x1 + · · ·+ cnxn.

Tổng chi phí xí nghiệp phải chi trả là

q(x) = d1x1 + · · ·+ dnxn.

Do lượng nguyên liệu loại i mà xí nghiệp sẽ sử dụng để sản xuất không được
vượt quá trữ lượng nên

ai1x1 + · · ·+ ainxn ≤ bi, i = 1, . . . , m.

Khi đó:

i) Nếu bài toán đặt ra là xí nghiệp nên sản xuất theo phương án nào, tức sản
xuất mỗi loại bao nhiêu đơn vị sản phẩm, để hiệu quả sản xuất tính theo
tỷ số (tổng lợi nhuận)/(tổng chi phí) là cao nhất thì mô hình toán học của
bài toán là

max ϕ(x) =
p(x)

q(x)
=
c1x1 + · · ·+ cnxn
d1x1 + · · ·+ dnxn

v.đ.k.
n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, . . . , m

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n.

Đây là bài toán quy hoạch phân thức tuyến tính.

ii) Nếu xí nghiệp muốn tìm phương án sản xuất để cực đại lợi nhuận hoặc cực
tiểu chi phí thì bài toán cần giải là bài toán quy hoạch tuyến tính thông
thường

max p(x) = c1x1 + · · ·+ cnxn

v.đ.k.
n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, . . . , m

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n

hoặc

min q(x) = d1x1 + · · ·+ dnxn

v.đ.k.
n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, . . . , m

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n.
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iii) Giả sử xí nghiệp này muốn tìm phương án sản xuất để cực tiểu chi phí và
sản phẩm sản xuất của họ là n loại máy bay (hoặc sản phẩm nào đó có giá
thành lớn). Khi đó, họ cần giải bài toán quy hoạch tuyến tính nguyên như
sau

min q(x) = d1x1 + · · ·+ dnxn

v.đ.k.
n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, . . . , m

xj ≥ 0 và nguyên j = 1, . . . , n.

iv) Nếu xí nghiệp muốn tìm phương án sản xuất sao cho vừa cực đại lợi nhuận
vừa cực tiểu chi phí thì bài toán trở thành bài toán quy hoạch tuyến tính
hai mục tiêu:

max p(x) = c1x1 + · · ·+ cnxn

max − q(x) = −d1x1 − · · · − dnxn

v.đ.k.
n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, . . . , m

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n.

Như đã thấy trong ví dụ này, mặc dù cùng một đối tượng thực tế, nhưng
nếu ta quan tâm đến các mục tiêu khác nhau thì bài toán sẽ có các mô hình
toán học khác nhau.

Ví dụ 1.4. (Bài toán thiết kế mạng phủ sóng cảm biến không dây2)
Xét một mạng cảm biến không dây (wireless sensor networks) trong R

p bao
gồm m cảm biến (sensor) có nhiệm vụ thu thập dữ liệu như nhiệt độ, nồng độ ô
nhiễm không khí, độ ẩm ... ở môi trường xung quanh để gửi cho người sử dụng
thông qua n trạm thu thông tin, được gọi là các điểm đích (target). Nếu xét
mạng cảm biến trên mặt phẳng thì p = 2. Nếu xét mạng cảm biến trong không
gian thì p = 3. Với mỗi i = 1, . . . , m, bán kính cảm biến của cảm biến thứ i,
được ký hiệu ri, thỏa mãn

rmin
i ≤ ri ≤ rmax

i ,

trong đó rmin
i và rmax

i là hai số thực dương cho trước. Bài toán đặt ra là xác
định bán kính cảm biến ri, i = 1, . . . , m, sao cho mỗi điểm đích đều được phủ
bởi ít nhất một cảm biến và tổng năng lượng tiêu thụ của toàn mạng là nhỏ
nhất với giả thiết đã biết:

2theo [2], trang 356 − 357.
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Vị trí của cảm biến thứ i là si ∈ R
p, i = 1, . . . , m.

Năng lượng tiêu thụ của cảm biến thứ i ∈ {1, . . . , m} trên một đơn vị thời
gian là

ci(ri) = δrβi + γ,

trong đó số thực δ > 0, β ∈ [2, 4] là các tham số phụ thuộc vào từng thiết bị
cụ thể và γ là năng lượng tiêu thụ khi cảm biến không hoạt động. Theo [2],
năng lượng tiêu thụ ci(ri) là một hàm đơn điệu, không giảm theo bán kính
cảm biến ri.

Vị trí của điểm đích thứ j là tj ∈ R
p, j = 1, . . . , n.

Ký hiệu r = (r1, . . . , rm)
T , rmin = (rmin

1 , . . . , rmin
m )T và rmax = (rmax

1 , . . . , rmax
m )T .

Khi đó, mô hình toán học của bài toán này là

min

m∑

i=1

ci(ri)

v.đ.k min
1≤i≤m

(‖si − tj‖ − ri) ≤ 0, ∀j = 1, . . . , n

rmin ≤ r ≤ rmax.

Ví dụ 1.5. (Mô hình Entropy cực đại3 )
Xét mật độ phân bố xác suất rời rạc tương ứng với giá trị đo được là một
trong n giá trị x1, x2, . . . , xn. Ký hiệu pi là xác suất tương ứng với giá trị xi,
i = 1, 2, . . . , n. Các xác suất pi, i = 1, 2, . . . , n, phải thỏa mãn điều kiện

pi ≥ 0, và
n∑

i=1

pi = 1.

Entropy của mật độ như vậy là

ε = −
n∑

i=1

pj log(pi).

Giá trị trung bình của mật độ này là

n∑

i=1

xipi.

3theo [18], trang 329.
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