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Tãm t¾t nh÷ng c¬ së 
cña C¬ häc l­îng tö  

Tr¹ng th¸i cña vi h¹t trong tr­êng cã thÕ n¨ng (r, )V t  ®­îc m« t¶ b»ng mét hµm 

sãng (phøc) ( )Ψ r, t  lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh Shrodinger thêi gian: 

( ) ( ) ( ) ( )∂Ψ
− ∆Ψ + Ψ = −

∂




2 ,
, , ,

2

r t
r t V r t r t i

m t
                            

m lµ khèi l­îng h¹t. NÕu nh©n ph­¬ng tr×nh (1) víi ( )∗Ψ ,r t  vµ ph­¬ng tr×nh 

liªn hîp phøc cña nã (x¸c ®Þnh ∗Ψ ( , )r t ) víi ( )Ψ ,r t  sau ®ã trõ hai vÕ cña hai ph­¬ng 

tr×nh trªn ta nhËn ®­îc ph­¬ng tr×nh liªn tôc: 

( ) ( )∗ ∗∂  Ψ + Ψ∇Ψ −Ψ ∇Ψ = ∂  


2

, 0
2

i
r t div

t m
                              

Ph­¬ng tr×nh trªn m« t¶ b¶o toµn ®¹i l­îng τΨ∫
2
d , cho phÐp ta kÕt luËn  ®¹i 

l­îng ( )Ψ
2

,r t  cã ý nghÜa lµ mËt ®é x¸c suÊt t×m thÊy h¹t ë vÞ trÝ r  ë thêi ®iÓm t  (x¸c 

suÊt t×m h¹t trong yÕu tè thÓ tÝch τd b»ng ( ) τΨ
2

,r t d ). VÐct¬ 

( )∗ ∗= Ψ∇Ψ −Ψ ∇Ψ


2

i
m

j  

mang ý nghÜa lµ mËt ®é dßng x¸c suÊt. 

Tõ ý nghÜa cña Ψ 2
, ta nhËn ®­îc c¸c yªu cÇu mµ ( )Ψ ,r t  ph¶i tháa m·n: ®¬n 

trÞ, h÷u h¹n, liªn tôc vµ cã ®¹o hµm bËc nhÊt liªn tôc. §iÒu kiÖn liªn quan ®Õn liªn tôc 
cña ®¹o hµm cã thÓ bÞ vi ph¹m t¹i nh÷ng ®iÓm thÕ n¨ng cã gi¸n ®o¹n lo¹i II. 

NÕu thÕ n¨ng kh«ng phô thuéc thêi gian, tån t¹i nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh 

Schrodinger sao cho ρ = Ψ 2
 vµ j  kh«ng phô thuéc thêi gian. NghiÖm ®ã cã d¹ng: 

( ) ( )ψ
−

Ψ = ⋅ ,
i

Et
r t r e  

Thay hµm sãng trªn vµo (1) ta nhËn ®­îc ph­¬ng tr×nh x¸c ®Þnh ψ ( )r : 

( ) ( ) ( )ψ ψ
 
− ∆ + = 
 



2

2
V r r E r

m
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Gäi  to¸n tö ( )= − ∆ +


2
ˆ

2
H V r

m
, lµ Hamiltonian cña hÖ (to¸n tö n¨ng l­îng toµn 

phÇn), ta cã: 

ψ ψ=ˆ ( ) ( )H r E r , 

trong ®ã E mang ý nghÜa lµ nh÷ng gi¸ trÞ kh¶ dÜ cña n¨ng l­îng  hÖ (h¹t) vµ cã 
thÓ nhËn c¸c gi¸ trÞ liªn tôc hoÆc gi¸n ®o¹n. Ph­¬ng tr×nh trªn chÝnh lµ ph­¬ng tr×nh x¸c 
®Þnh trÞ riªng vµ hµm riªng cña to¸n tö n¨ng l­îng toµn phÇn. 

Víi c¸c tr¹ng th¸i cã phæ n¨ng l­îng gi¸n ®o¹n, hµm sãng tháa m·n ®iÒu kiÖn 
chuÈn hãa ®¬n vÞ: 

τΨ =∫
2

1.d  

C¸c tr¹ng th¸i øng víi c¸c gi¸ trÞ n¨ng l­îng kh¸c nhau trùc giao. 

C¸c hµm sãng øng víi phæ n¨ng l­îng liªn tôc chuÈn hãa theo δ – hµm, nghÜa 
lµ: 

( ) ( ) ( )ψ ψ τ δ∗ = −∫ ' ', , .r E r E d E E          

Trong ký hiÖu Dirac, mçi hµm sãng (vect¬ tr¹ng th¸i) m« t¶ b»ng mét ket–

vect¬ ψ ψ→ 〉| vµ bra–vect¬ ψ〈 | øng víi ψ * , ta cã: 

( ) ( )ϕ ψ τ ϕ ψ∗ = 〈 〉∫ | .r r d  

Hµm sãng trong biÓu diÔn täa ®é vµ xung l­îng trong c¸ch m« t¶ Dirac: 

ψ ψ ψ ψ→ 〈 〉 → 〈 〉( ) | ; ( ) |x x p p . 

X¸c suÊt phÐp ®o ®¹i l­îng vËt lý ®­îc x¸c ®Þnh bëi: 

ψ ψ
ψ ψ

〈 〉
=

〈 〉

2| | |
( )

|
n

n nP a . 

Gi¸ trÞ trung b×nh cña ®¹i l­îng vËt lý A: 

ψ ψ
ψ ψ

〈 〉
〈 〉 = =

〈 〉∑
ˆ| |ˆ ( ) .
|n n n

n

A
A a P a  

X¸c ®Þnh xung l­îng h¹t tõ mËt ®é dßng h¹t: 

τ= ∫p m dj , 

vµ ®iÒu kiÖn Ψ =2
0  trªn biªn miÒn lÊy tÝch ph©n, ta nhËn ®­îc: 

( ) τ∗= Ψ − ∇ Ψ∫  .p i d  

T­¬ng tù       τ∗= Ψ Ψ∫ .x x d   

Tõ ®ã suy ra c¸c to¸n tö xung l­îng vµ täa ®é (trong biÓu diÔn täa ®é): 

= − ∇ =
ˆ ˆ; .p i x x  
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Hai to¸n tö c¬ b¶n trªn lµ c¸c to¸n tö tù liªn hîp vµ  tháa m·n hÖ thøc giao ho¸n 

= ˆ[ , ]x p i . 

TÝnh tù liªn hîp cña mét to¸n tö ®­îc m« t¶ bëi hÖ thøc: 

( )τ τ
∗∗Ψ Ψ = Ψ Ψ∫ ∫1 2 2 1

ˆ ˆL d L d . 

Tõ c¸c to¸n tö täa ®é vµ xung l­îng ta x©y dùng ®­îc c¸c to¸n tö  ®éng n¨ng, 
thÕ n¨ng vµ Hamiltonian cña hÖ: 

( ) ( )= − ∆ = = + = − ∆ +
 

2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ;    ;    .

2 2
T V V r H T V V r

m m
       

To¸n tö m«men ®éng l­îng vµ b×nh ph­¬ng cña nã ®­îc cho bëi: 

= − = − = −

= + +2 2 2 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ  ;    ;  ;

ˆ ˆ ˆ ˆ .

x z y y x z z y x

x y z

L yp zp L zp xp L xp yp

L L L L
       

To¸n tö m«men trong täa ®é cÇu: 

ϕ
∂

= −
∂


ˆ ;zL i  

θϕ θ
θ θ θ θ ϕ

 ∂ ∂ ∂ = − ∆ = − +  ∂ ∂ ∂  
 

2
2 2 2

2 2

1 1
sin .

sin sin
L  

X¸c ®Þnh trung b×nh b×nh ph­¬ng cña ®é ph©n t¸n cña ®¹i l­îng λ xung quanh (λ) 

( ) ( )λ λ λ ψ λ ψ τ∗∆ = − = −∫
222 L̂ d  

Sö dông tÝnh chÊt tù liªn hîp cña λ−L̂ , ta cã: 

( )λ λ ψ τ∆ = −∫
2

2 ˆ .L d  

Nh­ vËy ®Ó ®¹i l­îng λ  ®o ®­îc chÝnh x¸c th× λ∆ =2 0 , hay  

ψ λ ψ=ˆ ,L  

nghÜa lµ ψ  lµ hµm riªng cña to¸n tö L̂ . 

Víi L vµ M lµ hai ®¹i l­îng vËt lý tïy ý nãi chung ≠ˆˆ ˆˆLM ML . Tr­êng hîp 

=ˆˆ ˆˆLM ML , to¸n tö cña hai ®¹i l­îng vËt lý giao ho¸n: 

=ˆ ˆ[ , ] 0L M . 

NÕu − =ˆˆ ˆˆ 0LM ML , t¸c dông −ˆˆ ˆˆLM ML  lªn hµm sãng tïy ý ψ  cho kÕt qu¶ b»ng 

kh«ng, nghÜa lµ c¸c to¸n tö ˆ ˆ,L M cã chung hÖ hµm riªng vµ lµ c¸c ®¹i l­îng cã thÓ ®o 

chÝnh x¸c ®ång thêi. NÕu to¸n tö cña hai ®¹i l­îng A vµ B kh«ng giao ho¸n, hai ®¹i 
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l­îng kh«ng ®o ®­îc chÝnh x¸c ®ång thêi, ®é t¶n m¹n cña phÐp ®o c¸c ®¹i l­îng trªn 
tháa m·n hÖ thøc bÊt ®Þnh tæng qu¸t: 

∆ ∆ ≥ 〈 〉
1 ˆ ˆ[ , ] ,
2

A B A B  

ë ®©y ∆ = 〈 〉 − 〈 〉2 2ˆ ˆA A A .  TËp tèi thiÓu c¸c ®¹i l­îng vËt lý cã thÓ x¸c ®Þnh chÝnh x¸c 

®ång thêi ®ñ ®Ó x¸c ®Þnh tr¹ng th¸i cña hÖ l­îng tö ®­îc gäi lµ tËp ®Çy ®ñ.  

C¸c to¸n tö m«men quÜ ®¹o trong täa ®é cÇu 

ϕ θ ϕ
θ ϕ

ϕ θ ϕ
θ ϕ

ϕ

 ∂ ∂
= + ∂ ∂ 

 ∂ ∂
= − + ∂ ∂ 

∂
= −

∂







ˆ sin cot cos ,

ˆ cos cot sin ,

ˆ .

x

y

z

L i

L i

L i

 

C¸c to¸n tö bËc thang 

ϕ θ
θ ϕ

±
±

 ∂ ∂
= ± = ± ± ∂ ∂ 



ˆ ˆ ˆ coti
x yL L iL e i  

To¸n tö b×nh ph­¬ng m«men 

θ
θ θ θ θ ϕ

 ∂ ∂ ∂ = − +  ∂ ∂ ∂  


2
2 2

2 2

1 1ˆ sin
sin sin

L . 

Tr­êng hîp h¹t trong tr­êng cã t©m ®èi xøng ( )V r , c¸c to¸n tö Ĥ , 2̂L  vµ  ẑL  

giao ho¸n víi nhau. Hµm riªng chung cña c¸c to¸n tö trªn ®­îc t×m d­íi d¹ng 

( ) ( ) ( )ψ θ ϕ θ ϕ=, , , ,r R r Y  

Trong ®ã, hµm ( )θ ϕ,Y  ®­îc x¸c ®Þnh tõ c¸c ph­¬ng tr×nh 

λ=2̂L Y Y     ,   α=ˆ .zL Y Y               

NghiÖm cña ph­¬ng tr×nh trªn lµ c¸c hµm ®iÒu hßa cÇu 

( ) ( ) ϕθ ϕ θ=, cos ,im
lm lmY P e                         

trong ®ã ( )λ = +

2 1l l , α = m ; = 0,1,2,...l   = ± ± ±0, 1, 2,...,m l  ,  ( )m
lP x  lµ c¸c ®a 

thøc Legandre liªn ®íi.  

LÊy ®¹o hµm gi¸ trÞ trung b×nh λ ψ ψ τ= ∫ * ˆ( , ) ( , )r t L r t d  vµ sö dông ph­¬ng 

tr×nh Schrodinger,  ta cã thÓ chøng minh ®­îc ®¹o hµm theo thêi gian ®¹i l­îng vËt lý 
λ  øng víi to¸n tö 

( )∂
= + −
∂ 

ˆ ˆ
ˆˆ ˆˆ .

dL L i
HL LH

dt t
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Trong tr­êng hîp =
ˆ

0
dL
dt

, ®¹i l­îng λ  lµ mét tÝch ph©n chuyÓn ®éng. Nh­ vËy 

®Ó mét ®¹i l­îng lµ tÝch ph©n chuyÓn ®éng  th× to¸n tö cña nã ph¶i kh«ng phô thuéc 

t­êng minh vµo thêi gian vµ giao ho¸n víi .̂H  

HÖ c¸c hµm riªng cña mét to¸n tö cña ®¹i l­îng vËt lý nµo ®ã t¹o thµnh hÖ c¬ së 
trùc chuÈn vµ ®Çy ®ñ trong kh«ng gian tr¹ng th¸i, nghÜa lµ  

( ) ( )ψ ψ τ δ∗ =∫ m n mnx x d , 

tr­êng hîp phæ gi¸n ®o¹n, vµ 

( ) ( ) ( )ψ λ ψ λ τ δ λ λ∗ = −∫ ' ', ,nr r d , 

tr­êng hîp phæ liªn tôc.  

Mét tr¹ng th¸i tïy ý lu«n cã thÓ khai triÓn theo c¸c hµm riªng cña to¸n tö L̂  

d­íi d¹ng 

( ) ( ) ( ) ( )
λ

λ

ψ ψ λ ψ λ λ= +∑ ∫
2

1

, .n n
n

r c r c r d  

víi c¸c hÖ sè 

( ) ( )ψ ψ τ∗= ∫n nc r r d     ( ) ( ) ( )λ ψ λ ψ τ∗= ∫ , ,c r r d       

tháa m·n ®iÒu kiÖn chuÈn hãa  

( )
λ

λ

λ λ+ =∑ ∫
2

1

22
1.n

n

c c d  

Gi¸ trÞ trung b×nh cña λ  ®­îc x¸c ®Þnh b»ng 

( )
λ

λ

λ λ λ λ λ= +∑ ∫
2

1

22
n n

n

c c d  

Nh­ vËy 
2

nc  vµ  ( )λ λ
2

c d  lµ x¸c suÊt ®Ó t×m thÊy gi¸ trÞ λn  vµ λ  trong 

kho¶ng λ λ λ+[ , ]d  trong tr¹ng th¸i ψ ( )r .  

NÕu trong biÓu diÔn täa ®é, to¸n tö M̂ cho liªn hÖ gi÷a hai tr¹ng th¸i ϕ  vµ ψ         

( ) ( )ϕ ψ= ˆ ,r M r  

vµ nÕu ( )ϕ ψ=∑ n n
n

r b  vµ  ( )ψ ψ=∑ n n
n

r c trong ®ã ψ n lµ c¸c hµm riªng cña to¸n tö L̂   

trong λ  – biÓu diÔn, ta cã: 

= 〈 〉∑ ,k n
n

b k M n c  
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Ta thÊy tËp c¸c gi¸ trÞ { }, { }n nb c  chÝnh lµ hµm ϕ  vµ ψ  trong λ – biÓu diÔn vµ ®¹i l­îng 

ψ ψ τ∗〈 〉 = ∫ ˆ
k nk M n M d lµ yÕu tè ma trËn cña to¸n tö M̂ (to¸n tö M̂ trong λ – biÓu diÔn) 

To¸n tö L̂  trong biÓu diÔn riªng cña nã 

ψ ψ τ λ δ∗〈 〉 = =∫ ˆ ,k n n knk L n L d  

cho ma trËn chÐo vµ c¸c yÕu tè ma trËn trªn ®­êng chÐo chÝnh lµ c¸c trÞ riªng cña nã. 

§Ó chuyÓn hµm sãng vµ to¸n tö tõ biÓu diÔn nµy qua biÓu diÔn kh¸c ng­êi ta sö 
dông c¸c to¸n tö (ma trËn) Unita.  

Ma trËn ξ ξ=nS n  ®­îc x©y dùng tõ c¸c hÖ hµm c¬ së 〉{| }n  vµ ξ〉{| }  lµ 

hai hÖ hµm riªng t­¬ng øng cña hai to¸n tö vËt lý F̂ , D̂  nµo ®ã. Ta cã 

ξ ξ= = Π = -1S , Sn n n . ChuyÓn  hµm sãng vµ to¸n tö tõ  F – biÓu diÔn sang 

D – biÓu diÔn 

( )ξ ξ ξ
+Ψ = Ψ =∑ ˆ ˆ̂ ˆ, ( ) .n n

n

S F SFS  

ChuyÓn hµm sãng tõ biÓu diÔn to¹ ®é sang biÓu diÔn xung l­îng, ta cã: 

( )
π

−
= = 



1
,

2

i
px

S p x p x e . 

Khi ®ã                                       

( ) ( )
π

−
Ψ = Ψ = Ψ∫  



1

2

i
px

p dxe x p , 

( )Ψ p  lµ ¶nh Fourier cña ( )Ψ x . 

ThÝ nghiÖm Stern–Gerlach cho thÊy ®iÖn tö ngoµi m«men ®éng l­îng = ×L r p  

cßn cã m«men ®éng l­îng riªng hay spin xS , yS , zS cã thÓ nhËn c¸c gi¸ trÞ + 2  vµ  

− 2 . 

§­a vµo c¸c to¸n tö spin σ σ σ= = =
  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ,   ,   . 
2 2 2x x y y z zS S S C¸c to¸n tö σ , ,x̂ y z  

tháa m·n c¸c ph¶n giao ho¸n tö σ σ σ σ σ= − =ˆ ˆ ˆ ˆ ˆx y y x zi  vµ cã thÓ biÓu diÔn b»ng c¸c 

ma trËn Pauli  

σ σ σ
∧ ∧ ∧ −     
= = =     −     

1 0 0 1 0
 ,    ,   .

0 1 1 0 0z x y

i

i  

Hµm sãng cña ®iÖn tö cÇn phô biÕn gi¸n ®o¹n, spin σ = ±1  vµ ®­îc biÓu diÔn 
trong d¹ng ma trËn hai hµng mét cét (spin¬).  
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( )
( )
( )

ψ
ψ σ

ψ

 
=   
 

1

2

,
r

r
r

. 

C¸c gi¸ trÞ ( )ψ
2

1 r  , ( )ψ
2

2 r  øng víi mËt ®é x¸c suÊt t×m thÊy h¹t t¹i vÞ trÝ 

kh«ng gian víi σ = ±1  nghÜa lµ  = + 2zS , = − 2zS . 

NÕu bá qua t­¬ng t¸c spin – quü ®¹o, hµm sãng cã thÓ viÕt d­íi d¹ng 

( ) ( ) ( )ψ σ ψ χ σ= ⋅0, .r r  

Cïng víi m«men spin, ®iÖn tö cã m«men tõ riªng 

µ σ=


2

e
m

. 

Khi chuyÓn ®éng trong tõ tr­êng, n¨ng l­îng t­¬ng t¸c tõ cña ®iÖn tö vµ tõ 

tr­êng b»ng ( )− ×μ B , B lµ vÐct¬ c¶m øng tõ. Nh­ vËy khi tÝnh ®Õn spin ph­¬ng tr×nh 

sãng cña ®iÖn tö cã d¹ng (ph­¬ng tr×nh Pauli) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )σ
σ σ ϕ σ

∂Ψ
− Ψ − Ψ + Ψ =

∂
μ 

2 , ,1
ˆ , , vµ , , , , ,

2

t
e t t e t i

m t

r
p A r B r r     

M«men ®éng l­îng toµn phÇn cña ®iÖn tö: 

=ˆ ˆ ˆj l + s  

C¸c hÖ thøc giao ho¸n 

= = =

= = =

  

2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ[ ] , [ ] , [ ] ,

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ[ ] 0, [ ] 0, [ ] 0.

x y z y z x z x y

x y z

j j i j j j i j j j i j

j j jj j j
 

TrÞ riªng cña b×nh ph­¬ng m«men toµn phÇn vµ h×nh chiÕu m«men trªn trôc z 

( )
〉 = + 〉 〉 = 〉

= + =

 

 

2 2

2 2

ˆ ˆ| , ( 1) | , , | , | , ,

Suy ra    1 ,

z

z

J j m j j j m J j m m j m

j j J mj
. 

trong ®ã j lµ sè l­îng tö m«men toµn phÇn x¸c ®Þnh b»ng qui t¾c céng m«men 

= − − + +
= − − + − +

| |, | 1 |, ... ,

vµ , 1,........, 1, .

j l s l s l s

m j j j j
 

C¸c to¸n tö bËc thang 

±

±

= ±

〉 = + − ± ± 〉

ˆ ˆ ˆ ;

ˆ | , ( 1) ( 1) | , 1 .

x yJ J iJ

J j m j j m m j m
 

Ph­¬ng tr×nh Schrodinger chØ cho nghiÖm chÝnh x¸c víi mét sè tr­êng hîp h¹t 
chuyÓn ®éng trong tr­êng thÕ V(r) ®¬n gi¶n. 
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– GiÕng thÕ s©u v« cïng 
π

=


2 2
2

2
,

2
nE n

ma

πψ  = = 
 

2
( ) sin , ( 1,2,3...).n

n x
x n

a a
 

– Dao ®éng tö ®iÒu hßa 

ω ω ω+= + = + = + 

2
2 2ˆ 1ˆ ˆ ˆ( 1 / 2), ( 1 / 2)

2 2 n
p

H m x a a E n
m

. 

ë ®©y +â vµ â lµ c¸c to¸n tö sinh vµ hñy  

ω ω
ω ω

+

+

+

= − = +

〉 = − 〉 〉 = + + 〉

 

 

2 2ˆ ˆ
ˆ ˆ, ;

2 22 2

ˆ ˆ| | 1 , | 1 | 1 ,

ˆ ˆ[ , ]=1.

m p m p
a x i a x i

m m

a n n n a n n n

a a

          

( )δ δ
ω
ω δ δ

− +

+ −

〈 〉 = + +

〈 〉 = + −





, 1 , 1

, 1 , 1

ˆ| | 1 ,
2

ˆ| | ( 1 )
2

k n k n

k n k n

k x n n n
m

m
k p n i n n

 

– Nguyªn tö Hydro 

Ph­¬ng tr×nh x¸c ®Þnh hµm tia 
( )+  

+ − + + = 
 

2 2

2 2

12 2
0

l ld R dR m Ze
R E R

r dr rdr r
. 

= − = −


4 2 2

2 2 2
13,5

2
n

me Z Z
E eV

n n
;  

[ ]

+
− +

+

     − − =    
 +     

1/2 3/2

/ 2 1
3

( 1)! 2 2
( )

2 ( 1)!
o

l
Zr nal l

nl n l
o o

n l Z Zr
R r r e L

na nan n
 

θ ϕ θ ϕΨ =( , , ) ( ) ( , )nlm nl lmr R r Y . 

NÕu ®· biÕt hµm riªng vµ trÞ riªng cña to¸n tö 
∧

0H tõ ph­¬ng tr×nh 

ψ ψ=0 0 0
0̂ ,n n nH E  

th× hµm riªng vµ trÞ riªng cña to¸n tö = +0
ˆ ˆ ˆH H W lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh 

ψ ψ=ˆ ,k k kH E  

®­îc t×m d­íi d¹ng:  ψ ψ=∑ 0 .k kn n
n

c  C¸c hÖ sè knc  tháa m·n ph­¬ng tr×nh 

( )− + 〈 〉 =∑0 0kl l k kn
n

c E E l W n c . 
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Khai triÓn knc  vµ kE  thµnh chuçi lòy thõa cña ®¹i l­îng nhá trong n¨ng l­îng 

nhiÔu lo¹n. 

 ε
∧ ∧
= 1W V . §èi víi c¸c møc n¨ng l­îng kh«ng suy biÕn ta nhËn ®­îc hµm sãng 

vµ n¨ng l­îng d­íi d¹ng 

ψ ψ ψ
≠

〈 〉
= + +

−
∑0 0

0 0
...,k k k

n k k n

n W k

E E
 

≠

〈 〉
= + 〈 〉 + +

−
∑

2

0
0 0

...k k
n k k n

n W k
E E k W k

E E
 

NÕu 0
kE  suy biÕn bËc s, hµm sãng gÇn ®óng bËc kh«ng ®­îc biÓu diÔn qua c¸c 

hµm kh«ng nhiÔu lo¹n øng víi cïng mét møc n¨ng l­îng 

β β
β

ψ ψ
=

= ∑ 0

1

,
s

k kc  

trong ®ã 

( )β βψ ψ β= =0 0 0 0ˆ               1,2,...,k k kH E s  

C¸c hÖ sè βc  nhËn ®­îc tõ hÖ s ph­¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh thuÇn nhÊt 

( )β β β β γ γ
γ β≠

− + 〈 〉 + 〈 〉 =∑0 (1) 0kE E k W k c k W k c , 

ë ®©y β γ =, 1,2,...,s . §iÒu kiÖn cã nghiÖm kh¸c kh«ng cña hÖ ph­¬ng tr×nh trªn 

lµ ®Þnh thøc  

( ) ( )βγ β γδ β γ− + 〈 〉 = =0 (1) 0     , 1,2,..., .kE E k W k s      

Ph­¬ng tr×nh trªn nãi chung cho s nghiÖm E(1) kh¸c nhau, ®ång thêi cho ta kh¶ 

n¨ng tÝnh ®­îc c¸c hÖ sè βc vµ c¸c hµm sãng ψ k cña hÖ bÞ nhiÔu lo¹n. 

Nh­ vËy nhiÔu lo¹n phô thuéc thêi gian ( )ˆ ,W r t  sÏ lµ nguyªn nh©n dÉn ®Õn 

chuyÓn tr¹ng th¸i cña hÖ kh«ng nhiÔu lo¹n (víi to¸n tö n¨ng l­îng 0̂H ) tõ mét tr¹ng 

th¸i ψ 0
k  tíi tr¹ng th¸i ψ 0

l .  

Ký hiÖu ψ 0
n  lµ c¸c tr¹ng th¸i kh«ng nhiÔu lo¹n (nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh 

ψ ψ=0 0 0
0̂ n n nH E ). T×m nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ( ) ∂Ψ

+ Ψ =
∂

0̂
ˆH W i

t
 d­íi d¹ng 

( )ψ
−

Ψ =∑ 

0
0 .

n
i

E t

n n
n

c t e  
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Trong ®ã ( ) δ=0n nkc  (ë tr¹ng th¸i ®Çu ψΨ = 0
k ), ( )nc t  ®­îc x¸c ®Þnh tõ 

ph­¬ng tr×nh 

( ) ( ) ω= ∑

kni tk
kn n

n

dc
i W t c t e

dt
, 

ë ®©y ( ) ( )ψ ψ τ∗= ∫ 0 0ˆ ,kn k nW t W r t d , víi ω = − 

0 0( ) / .kn k nE E  Ph­¬ng tr×nh trªn ®­îc gi¶i 

b»ng phÐp gÇn ®óng liªn tiÕp. ë gÇn ®óng bËc nhÊt 

( )
ω

δ= + ∫ 



'

0

1
'

kn
i

tt

k kn knc t V e dt
i

 

X¸c suÊt chuyÓn dêi 

π
ω== = →



2
2

2

2 2 4
| ( ) || ( ) | | ( ) |mn mn mn mnm mnP P Vc t c t , 

ë ®©y ( ) ( ) ωω
π

+∞

−∞

= ⋅∫ l
1

2
ki t

lk lk lkW W t e dt  lµ ¶nh Fourier cña yÕu tè ma trËn nhiÔu lo¹n. 

NÕu nhiÔu lo¹n g©y bëi t­¬ng t¸c gi÷a hÖ nguyªn tö víi bøc x¹ ®iÖn tõ tr­êng 
hîp bøc x¹ cã b­íc sãng lín h¬n kÝch th­íc nguyªn tö  (λ >> atoma ) rÊt nhiÒu, ta cã: 

( )( )= −ˆ . ,W tE D  

ë ®©y ( )tE lµ c­êng ®é ®iÖn tr­êng cña bøc x¹, D = er lµ m«men l­ìng cùc cña hÖ, khi Êy 

( ) ( )π ω=


2 2 2

2

4
, .kn E knkn

P D E                  

BiÓu thøc trªn cho thÊy ®Ó d­íi t¸c dông cña bøc x¹, hÖ chuyÓn tõ tr¹ng th¸i n 

®Õn tr¹ng th¸i k th× trong bøc x¹ ph¶i chøa tÇn sè ωkn  nghÜa lµ ω ≠( ) 0knE  vµ  

( ) ≠ 0E lk
D  , 

§iÒu kiÖn trªn x¸c ®Þnh c¸c qui t¾c lùa chän cña hÖ.        

Khi thÕ t¸n x¹ lµ rÊt nhá so víi ®éng n¨ng cña c¸c h¹t bay tíi, thÕ t¸n x¹ U(r) cã 
thÓ xem nh­ nhiÔu lo¹n, ë gÇn ®óng bËc nhÊt ta cã gÇn ®óng Born ®­îc dïng ®Ó x¸c 
®Þnh biªn ®é vµ tiÕt diÖn t¸n x¹ hiÖu dông vi ph©n  

( ) ( )σ θ ϕ
π

= = = −
Ω ∫



2 2
2 '

02 4
| , | ' ' ,

4
id m

f U e dV
d

qrr q k k . 

§Ó tÝnh biªn ®é t¸n x¹ víi thÕ n¨ng tuú ý, ng­êi ta cã thÓ dïng ph­¬ng ph¸p 
sãng thµnh phÇn, theo ®ã biªn ®é t¸n x¹ ®­îc cho b»ng 

δθ θ θ
∞ ∞

= = +∑ ∑1
( ) ( ) (2 1) (cos )li

l l
l l

f f l e P
k

. 

C¸c néi dung trªn ®­îc x©y dùng trªn c¬ së c¸c tiªn ®Ò cña C¬ häc l­îng tö. 
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Tiªn ®Ò 1:  Hµm sãng 

“ë mçi thêi ®iÓm, tr¹ng th¸i cña hÖ l­îng tö ®­îc x¸c ®Þnh b»ng hµm Ψ  ®­îc 
gäi lµ hµm sãng, lµ nh÷ng hµm b×nh ph­¬ng kh¶ tÝch t¹o thµnh mét kh«ng gian Hilbert 
hay kh«ng gian tr¹ng th¸i. Hµm sãng chøa tÊt c¶ c¸c th«ng tin vÒ hÖ l­îng tö”. 

Tiªn ®Ò 2:  §¹i l­îng vËt lý  

“T­¬ng øng víi mçi ®¹i l­îng quan s¸t ®­îc, F lµ mét to¸n tö Hermite, F̂  t¸c 
dông trong kh«ng gian tr¹ng th¸i. C¸c kÕt qu¶ ®o ®­îc cña ®¹i l­îng F chØ cã thÓ lµ 

c¸c trÞ riªng cña to¸n tö F̂ ”. 

Ψ = Ψˆ
a a aF f . 

Ψa  lµ hµm riªng cña to¸n tö F̂  øng víi trÞ riªng fa. 

Tiªn ®Ò 3: B¶n chÊt thèng kª 
“Cho hÖ l­îng tö ë tr¹ng th¸i, nÕu tiÕn hµnh phÐp ®o ®¹i l­îng F th× x¸c suÊt ®­îc 

gi¸ trÞ fa lµ ( )Ψ Ψ
2,a  trong ®ã Ψa  lµ hµm riªng cña to¸n tö F̂  øng víi trÞ riªng fa”. 

Tiªn ®Ò 4: Ph­¬ng tr×nh c¬ b¶n 
“Sù biÕn ®æi cña tr¹ng th¸i c¸c hÖ l­îng tö theo thêi gian ®­îc m« t¶ bëi ph­¬ng 

tr×nh Schrodinger 
∂Ψ

= Ψ
∂



ˆi H
t

, trong ®ã Ĥ lµ to¸n tö Hamilton cña hÖ”. 
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