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LỜI NÓI ĐẦU

SAu khi sinh viên khối Khoa học công nghệ (Khoa học kỹ thuật) tốt
nghiệp ra trường sẽ đảm nhận những công việc khác nhau trên
khắp các lĩnh vực công – nông nghiệp của Tổ quốc. Họ biết rõ công

việc của bản thân đang nghiên cứu có liên quan đến các vấn đề của khoa
học kỹ thuật, cần thiết phải bổ sung những kiến thức mới để hoàn thành
tốt công việc cũng như phát triển hướng nghiên cứu trong chuyên môn.
Để đáp ứng được yêu cầu phát triển của xã hội, trong những năm gần đây
Bộ GD & ĐT đã cho phép nhiều trường trong cả nước mở các khóa cao học
đào tạo Thạc sĩ và đã tổ chức các kỳ thi tuyển theo các môn học khác nhau
phù hợp với ngành đào tạo; trong các môn đó có môn “Toán học cao cấp” là
môn học mà học viên gặp nhiều trở ngại vì trong công việc ít tiếp xúc với
nó; do đó không biết lựa chọn một giáo trình ôn tập nào cho phù hợp với
chương trình thi tuyển.
Để tạo điều kiện cho học viên, chúng tôi biên soạn cuốn “Ôn tập toán cao
cấp” theo tiêu chí vừa đủ các kiến thức cơ bản để dự kỳ thi tuyển được tốt.
Tài liệu được chia làm ba phần:

1. Tóm tắt lý thuyết cơ bản.

2. Các ví dụ tính cụ thể để minh họa và hiểu rõ thêm phần lý thuyết.

3. Giới thiệu, giải một số đề thi của ĐHBK Hà Nội từ năm 2000 đến nay
và giới thiệu một số đề để học viên tự luyện.
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Ngoài ba phần trên, còn có phần phụ lục về Đại số tuyến tính, để giúp
cho học viên một số ngành khác như kinh tế, xây dựng, mỏ địa chất, giao
thông, thủy lợi,. . . có thêm tư liệu ôn tập; đồng thời cũng là tài liệu tham
khảo của sinh viên khối chính quy tại các trường thuộc khối công nghệ.
Đặc biệt đây cũng là tài liệu để sinh viên khối cao đẳng các trường nắm
được kiến thức cơ bản của môn Toán học cao cấp, dễ dàng ôn tập tham dự
kỳ thi chuyển hệ của các ngành.
Cuốn tài liệu này được biên soạn theo tiêu chí ôn thi cao học khối công
nghệ nên chắc chắn chưa đáp ứng được đầy đủ mọi vấn đề mà bạn đọc
mong muốn, cũng như những thiếu sót có thể xảy ra trong quá trình biên
soạn, chúng tôi rất mong sự góp ý của bạn đọc đối với quyển sách này. Mọi
ý kiến xin gửi về theo địa chỉ: Viện Toán ứng dụng và Tin học, Trường Đại
học Bách khoa Hà Nội, số 1 Đại Cồ Việt, Hà Nội.

Các tác giả



VẤN ĐỀ TÁI BẢN LẦN THỨ HAI

Năm 2007 cuốn “Ôn tập Toán cao cấp” (dùng ôn thi cao học khối các
trường khoa học công nghệ) đã đáp ứng được nhu cầu ôn tập môn Giải tích
toán cho các thí sinh dự thi tuyển đầu vào cao học của trường ĐHBK Hà
Nội và các trường khoa học công nghệ trong cả nước.
Gần 10 năm qua chúng tôi đã nhận được nhiều ý kiến hoan nghênh và góp
ý của các bạn đọc, đồng thời mong muốn có thêm nhiều bài tập dạng đề thi
để thí sinh tự rèn luyện thêm trong điều kiện vừa công tác vừa tự ôn tập
để dự thi tuyển đầu vào của cao học.
Xuất phát từ nguyện vọng đó, trong lần tái bản này chúng tôi sửa chữa
những sai sót về in ấn trong lần xuất bản trước đồng thời bổ sung thêm các
đề thi của trường ĐHBK Hà Nội từ 2008 đến nay.
Chúng tôi luôn mong tiếp tục nhận được những ý kiến đóng góp, phê bình
của các thí sinh để những lần xuất bản sau ngày càng hoàn thiện hơn.

Các tác giả

v
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PHẦN I

ÔN TẬP LÝ THUYẾT
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CHƯƠNG 1
HÀM SỐ MỘT BIẾN SỐ

Trong chương này chúng ta nhắc lại một số khái niệm cần thiết của hàm
số một biến số độc lập, các khái niệm và quy tắc tính đạo hàm, vi phân,
tích phân,. . .

§1. KHÁI NIỆM HÀM SỐ MỘT BIẾN SỐ

1.1 Các ký hiệu logic

Mệnh đề toán học là một khẳng định toán học chỉ có thể đúng hoặc sai,
không có mệnh đề vừa đúng vừa sai. Một mệnh đề thường ký hiệu bởi các
chữ cái in hoa như A,B,C, . . .
Giả sử có hai mệnh đề A và B. Ký hiệu

A =⇒ B từ mệnh đề A suy ra mệnh đề B,

A⇐⇒ B mệnh đề A tương đương với mệnh đề B.

hay A là điều kiện cần và đủ để có B và ngược lại.
Ký hiệu := (có nghĩa là, hay được định nghĩa là).

∀x đọc là với mọi x, ∃y đọc là tồn tại y,

6 ∃y đọc là không tồn tại y.
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10 Chương 1. Hàm số một biến số

1.2 Số thực, trị tuyệt đối của số thực

Số thực bao gồm tất cả các số hữu tỷ và vô tỷ, ký hiệu là R.
Mỗi số thực x ứng với điểm M trên trục số (hình 1).

b b

0

M
x

Hình 1

Khoảng (a, b) := a < x < b

Đoạn [a, b] := a ≤ x ≤ b
Khoảng kín bên phải (a, b] := a < x ≤ b
Khoảng kín bên trái [a, b) := a ≤ x < b

Khoảng vô hạn R ≡ (−∞,+∞) := −∞ < x < +∞.

Trị tuyệt đối của số thực x ∈ R, ký hiệu là |x|, là số không âm được xác
định như sau

|x| =







x, nếu x ≥ 0

−x, nếu x < 0.

Với mọi x ∈ R ta đều có

|x| − |y| ≤ |x+ y| ≤ |x|+ |y|
|xy| = |x| . |y|
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x

y

∣
∣
∣
∣
∣
∣
=
|x|
|y| , y 6= 0

∣
∣
∣x2

∣
∣
∣ = |x|2 = x2;

√
x2 = |x|

|x| ≤ α⇐⇒ −α ≤ x ≤ α
|x| > α⇐⇒ x < −α hoặc x > α.

1.3 Hàm số

1. Khái niệm hàm số
Xét hai tập hợp số thực X và Y , (X 6= ∅). Ánh xạ f : X → Y là hàm
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số một biến số xác định trên tập hợp X (x là biến số độc lập, y = f(x)

là biến số phụ thuộc), nhận giá trị trên tập hợp Y .
Tập hợp X là miền xác định (MXD) của hàm số y = f(x).
Tập hợp

f(X) = {y ∈ R| y = f(x),∀x ∈ X}

gọi là miền giá trị (MGT) của hàm số f .

• Hàm số f(x) gọi là tăng (hay đồng biến) trong khoảng (a, b) nếu
∀x1, x2 ∈ (a, b) ; x1 < x2 =⇒ f(x1) ≤ f(x2).
Còn nếu ∀x1, x2 ∈ (a, b) ; x1 < x2 =⇒ f(x1) < f(x2) thì f(x)
gọi là tăng ngặt trong khoảng (a, b).
Nếu ∀x1, x2 ∈ (a, b) ; x1 < x2 =⇒ f(x1) ≥ f(x2) thì ta nói
hàm số f(x) giảm (hay nghịch biến) trong khoảng (a, b); tương tự
f(x1) > f(x2) gọi là giảm ngặt.
Hàm số f(x) chỉ tăng hoặc giảm trong khoảng (a, b) gọi chung là
hàm số đơn điệu.

• Hàm số xác định trong khoảng (−a, a) gọi là hàm số chẵn nếu
f(−x) = f(x), còn nếu f(−x) = −f(x) thì gọi là hàm số lẻ trong
khoảng đó.

• Hàm số f(x) gọi là hàm tuần hoàn, nếu tồn tại số thực T 6= 0 sao
cho

f(x+ T ) = f(x), ∀x, x+ T ∈ MXĐ. (∗)

Số T > 0 nhỏ nhất để (*) thỏa mãn gọi là chu kỳ cơ sở của hàm số.
Về mặt đồ thị: hàm số chẵn, đồ thị đối xứng qua trục tung (0y);
hàm số lẻ có đồ thị đối xứng qua gốc tọa độ (0, 0). Hàm số tuần
hoàn có đồ thị lặp lại sau mỗi chu kỳ T .

2. Hàm số hợp, hàm số ngược
Giả sử y = f(u) là hàm số của biến số u, đồng thời u = g(x) là
hàm số của biến số x. Khi đó hàm số y = f(u) = f [g(x)] là hàm
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hợp của biến số độc lập x thông qua biến số trung gian u; ký hiệu
(f ◦ g)x = f [g(x)].
Giả sử y = f(x) là hàm số xác định, đơn điệu trên tập hợpX ⊂ R (f là
song ánh từ X → Y ). Như vậy mỗi x ∈ X cho ta một và chỉ một phần
tử y ∈ Y và ngược lại mỗi y ∈ Y cho ta một phần tử x ∈ X, phần tử
x được xác định như vậy gọi là hàm số ngược của hàm số y = f(x), ký
hiệu x = f−1(y).
Vậy từ

y = f(x)⇐⇒ x = f−1(y) (∗)

(với điều kiện f là song ánh từ X → Y ).
Đồ thị hàm số y = f(x) và x = f−1(y) không thay đổi (cùng chung
một đồ thị). Thông thường ta vẫn gọi y là hàm số, x là đối số, trong (*)
đổi vai trò của x và y ta được y = f−1(x) cũng gọi là hàm ngược của
hàm số y = f(x); nhưng đồ thị của y = f(x) và y = f−1(x) đối xứng
với nhau qua đường phân giác thứ nhất (y = x).
Chẳng hạn hàm số y = ax, (a > 0, a 6= 1) có hàm ngược

y = loga x, (x > 0, a > 0, a 6= 1).

Hàm số y = sinx, y = cosx, |y| ≤ 1 có hàm ngược

y = arcsinx, y = arccosx, |x| ≤ 1.

Hàm số y = tan x, y = cot x có hàm ngược

y = arctan x, arccotx.

§2. GIỚI HẠN VÀ LIÊN TỤC

2.1 Giới hạn của hàm số

Giả sử hàm số f(x) xác định trên tập E ⊂ R hoặc E \ {a} ⊂ R.
Ta nói hàm số f(x) có giới hạn là L khi x → a (L, a hữu hạn), ký hiệu
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lim
x→a f(x) = L, nếu

∀ε > 0,∃δ(ε) > 0 : 0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)− L| < ε.

Tương tự ta cũng có với trường hợp x→∞

∀ε > 0, ∃M > 0 đủ lớn : |x| > M =⇒ |f(x)− L| < ε,

ký hiệu lim
x→∞ f(x) = L.

Trường hợp a hữu hạn, L vô hạn

∀A > 0, ∃δ(A) > 0 : 0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)| > A,

ký hiệu lim
x→a f(x) =∞.

Trường hợp cả a và L là vô hạn

∀A > 0, đủ lớn, ∃M > 0 đủ lớn : |x| > M =⇒ |f(x)| > A,

ký hiệu lim
x→∞ f(x) =∞.

2.2 Giới hạn một phía

Nếu ∀x < b; x → b ta viết x → b − 0, còn ∀x > a;x → a ta viết
x→ a+ 0.
Nếu lim

x→b−0
f(x) = f(b−0) tồn tại hữu hạn, ta nói hàm số f(x) có giới hạn

bên trái tại điểm b.
Nếu lim

x→a+0
f(x) = f(a + 0) tồn tại hữu hạn, ta nói hàm số f(x) có giới

hạn bên phải tại điểm a.

2.3 Vô cùng bé (VCB); Vô cùng lớn (VCL)

Hàm số α(x) gọi là VCB khi x → a nếu lim
x→aα(x) = 0, (a có thể hữu

hạn hoặc vô hạn).
Hàm số F (x) gọi là VCL khi x→a (hữu hạn hoặc vô hạn) nếu lim

x→aF (x) = ∞.
Dễ thấy:

• Nghịch đảo của VCL là VCB khi x→ a.
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• Tổng và tích hữu hạn các VCB trong cùng một quá trình là VCB trong
quá trình đó.

• Tích các VCB và đại lượng giới nội là VCB.

So sánh các VCB:
Giả sử α(x) và β(x) là hai VCB trong cùng một quá trình x→ a, khi đó

• Nếu lim
x→a

α(x)

β(x)
= C, (C 6= 0, 1,∞) thì ta nói α(x) và β(x) là hai

VCB cùng bậc khi x→ a.

• Nếu lim
x→a

α(x)

β(x)
=0, thì ta nói α(x) là VCB bậc cao hơn β(x) khi x→ a.

• Nếu lim
x→a

α(x)

β(x)
= ∞, thì ta nói α(x) là VCB bậc thấp hơn β(x) khi

x→ a.

• Nếu lim
x→a

α(x)

β(x)
= 1, thì ta nói α(x) và β(x) là hai VCB tương đương

khi x→ a. Trong trường hợp này ta ký hiệu α(x) ∼ β(x) khi x→ a.

2.4 Các công thức tìm giới hạn

1. Các phép toán về giới hạn

lim
x→aC = C, (C = const)

lim
x→a (f(x)± g(x)) = lim

x→a f(x)± lim
x→a g(x)

lim
x→a f(x).g(x) = lim

x→a f(x). limx→a g(x)

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

lim
x→a f(x)

lim
x→a g(x)

(g(x) 6= 0, lim
x→a g(x) 6= 0).

2. Các công thức về giới hạn

lim
x→∞

Ç
1 +

a

x

åx
= ea, (a 6= 0)

Khi a = 1 ta có lim
x→∞

(

1 +
1

x

)x

= e = 2, 71828 . . .
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lim
x→0

sinx

x
= 1; lim

x→0

tanx

x
= 1

lim
x→0

arcsinx

x
= 1; lim

x→0

arctanx

x
= 1

lim
x→0

ex − 1

x
= 1; lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1

lim
x→0

(1 + x)p − 1

x
= p, (p > 0).

3. Các VCB tương đương
Nếu α(x) là VCB khi x → a (x → ∞) thì cũng trong quá trình này
ta có

sinα(x) ∼ α(x); eα(x) − 1 ∼ α(x);
tanα(x) ∼ α(x); ln (1 + α(x)) ∼ α(x);
arcsinα(x) ∼ α(x); (1 + α(x))p − 1 ∼ p.α(x)(p > 0);

arctanα(x) ∼ α(x).

4. Các qui tắc khử các dạng bất định

∞−∞, 0.∞, 0
0
,
∞
∞; 1∞,∞0, 0∞, 00.

Các dạng bất định∞−∞, 0.∞,∞∞ đều có thể đưa được về dạng
0

0
.

Các dạng 1∞,∞0, 0∞, 00 cũng được đưa về dạng
0

0
bằng công thức sau

lim
x→au(x)

v(x) = e
lim
x→a

v(x). lnu(x)
;

từ đó ta đưa về dạng
0

0
.

(a) Nếu α(x) và β(x) là hai VCB khi x → a và α(x)∼ α̃(x); β(x)∼
β̃(x) khi x→ a thì ta có

lim
x→a

α(x)

β(x)
= lim

x→a
α̃(x)

β̃(x)
.
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(b) Qui tắc ngắt bỏ các VCB bậc cao, VCL bậc thấp trong một tổng
(tổng đại số).
Nếuαk(x), k = 1, 2, . . . , n, là các VCB khi x→ a, trong đóα1(x)

là VCB bậc thấp nhất thì
n∑

k=1

αk(x) ∼ α1(x) khi x→ a.

Ngược lại:
Nếu f1(x) là VCL có bậc cao nhất còn f2(x), . . . , fn(x) là các VCL
bậc thấp hơn khi x→ a thì

n∑

k=1

fk(x) ∼ f1(x) khi x→ a.

2.5 Sự liên tục của hàm số

Hàm số f(x) được gọi là liên tục tại điểm x = xo nếu

lim
x→xo

f(x) = f(xo).

Hàm số f(x) liên tục tại mọi điểm thuộc khoảng (a, b) thì ta nói hàm số
liên tục trong khoảng đó.
Hàm số f(x) gọi là liên tục trên đoạn [a, b] nếu nó liên tục trong khoảng
(a, b) và liên tục bên phải tại điểm a: lim

x→a+0
f(x) = f(a + 0) và liên tục

bên trái tại b: lim
x→b−0

f(x) = f(b− 0).

Như vậy điều kiện để hàm f(x) liên tục tại điểm x = xo là

lim
x→xo+0

f(x) = lim
x→xo−0

f(x) = f(xo).

Nếu hàm số f(x) không liên tục tại điểm x = xo thì ta nói hàm số gián
đoạn tại điểm đó.
Nếu f(xo+ 0) 6= f(xo− 0) và đều là hữu hạn thì ta nói hàm số f(x) gián
đoạn loại 1 tại điểm x = xo và

|f(xo + 0)− f(xo − 0)| = λ
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gọi là bước nhảy.
Nếu f(xo + 0) = f(xo − 0) 6= f(xo) thì điểm xo gọi là điểm cô lập.
Nếu 6 ∃f(xo) và có f(xo + 0) = f(xo − 0) thì ta gọi xo là điểm gián đoạn
bỏ được.
Nếu một trong hai giới hạn trái, giới hạn phải tại điểm xo, hoặc cả hai giới
hạn đó ra vô hạn thì điểm xo gọi là điểm gián đoạn loại 2.
Nếu hàm số y = f(x) liên tục tại điểm x = xo, hàm số z = g(y) liên tục
tại điểm yo = f(xo) thì hàm số z = g (f(x)) liên tục tại điểm x = xo.
Nếu hàm f(x) liên tục trên [a, b] thì

(i) f(x) bị chặn trên [a, b],

(ii) f(x) đạt giá trị bé nhất m và trị lớn nhất M trên [a, b].

(iii) Nếu f(x) đạt trị lớn nhất M và bé nhất m đồng thời

f(α).f(β) < 0 (a ≤ α < β ≤ b)

thì tồn tại điểm c ∈ (α, β) để f(c) = 0 và c chính là nghiệm của
phương trình f(x) = 0.

§3. ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN

3.1 Đạo hàm

Giả sử f(x) xác định trong (a, b), lấy điểm xo ∈ (a, b), cho xo một số
gia ∆x ta được điểm xo + ∆x ∈ (a, b).
Gọi ∆y = f (xo + ∆x)− f(xo) là số gia của hàm số f(x) tại điểm xo.
Nếu giới hạn

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f (xo + ∆x)− f(xo)
∆x

tồn tại hữu hạn thì giới hạn đó được gọi là đạo hàm của hàm số y = f(x)

tại điểm xo, ký hiệu

f
′
(xo) = lim

∆x→0

∆y

∆x
hay y

′
(xo) = f

′
(xo).



18 Chương 1. Hàm số một biến số

Nếu hàm số y = f(x) có đạo hàm tại mọi điểm x ∈ (a, b) thì ta nói hàm
số có đạo hàm trong khoảng đó.
Về mặt hình học: f ′

(xo) bằng hệ số góc k của tiếp tuyến với đường cong
y = f(x) tại điểm (xo, f(xo))

f
′
(xo) = k = tanα.

Nếu tồn tại

lim
∆x→+0

f (xo + ∆x)− f(xo)
∆x

= f
′
(xo + 0)

thì ta nói hàm số có đạo hàm bên phải tại điểm xo.
Tương tự ta cũng có

lim
∆x→−0

f (xo + ∆x)− f(xo)
∆x

= f
′
(xo − 0)

gọi là đạo hàm bên trái tại điểm xo. Hàm số f(x) có đạo hàm tại điểm xo

thì f ′
(xo + 0) = f

′
(xo − 0) = f

′
(xo) và hàm số liên tục tại điểm xo.

3.2 Vi phân

Nếu số gia ∆y của hàm số y = f(x) viết được dưới dạng

∆y = f (x+ ∆x)− f(x) = A.∆x+ α.∆x,

trong đó A là hằng số chỉ phụ thuộc x, không phụ thuộc ∆x, còn α là VCB
khi ∆x → 0; thì đại lượng A.∆x gọi là vi phân của hàm số y = f(x) tại
điểm x; ký hiệu dy = A.∆x.
Người ta đã chứng minh rằng A = f

′
(x), và khi y = x thì dy = dx nên

dy = f
′
(x)dx

là công thức tính vi phân của hàm số y = f(x) tại điểm x. Khi đó ta cũng
nói hàm số khả vi tại điểm x (có đạo hàm tại điểm x).
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3.3 Các phép tính đạo hàm

Nếu u(x) và v(x) là những hàm số có đạo hàm thì

y = u± v =⇒ y
′
= u

′ ± v′

y = C (C − const) =⇒ y
′
= C

′
= 0

y = u.v =⇒ y
′
= (uv)

′

= u
′
v + uv

′

y =
u

v
(v 6= 0) =⇒ y

′
=
Çu
v

å′

=
u

′
v − uv′

v2

y =
C

v
(C − const, v 6= 0) =⇒ y

′
=

Ñ
C

v

é′

= −C
v2
.v

′

Nếu hàm số u = g(x) có đạo hàm theo x, hàm số y = f(u) có đạo hàm
theo u thì hàm số hợp y = f(u) = f [g(x)] cũng có đạo hàm theo x và

y
′
(x) = f

′
(u).u

′
(x).

Nếu hàm số y = f(x) có đạo hàm theo x, f ′
(x) 6= 0, và nếu tồn tại hàm

ngược x = ϕ(y), thì hàm số x = ϕ(y) cũng có đạo hàm tại điểm y = f(x)

và ta có

ϕ
′
(y) =

1

f ′(x)
.

3.4 Bảng công thức tính đạo hàm

Nếu u = x (x là biến độc lập) thì u′
= 1; còn nếu u = u(x) ta có các

công thức sau
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(uα)
′

= αuα−1.u
′;

Ä√
u
ä′
=

1

2
√
u
.u

′

(au)
′

= au. ln a.u
′
(a > 0, a 6= 1); (eu)

′

= eu.u
′

(lnu)
′

=
1

u
.u

′; (loga u)
′

=
1

u ln a
.u

′
(a > 0, a 6= 1)

(sinu)
′

= cosu.u
′; (cosu)

′

= − sinu.u
′

(tanu)
′

=
1

cos2 u
.u

′; (cotu)
′

= − 1

sin2 u
.u

′

(arcsinu)′ =
1√

1− u2
.u′; (arccosu)′ = − 1√

1− u2
.u′

(arctanu)
′

=
1

1 + u2
.u

′; (arccotu)
′

= − 1

1 + u2
.u

′

Nếu y = uv, u = u(x) > 0, u 6= 1, v = v(x) ta lấy logarit hai vế và sử
dụng công thức đạo hàm hàm hợp

=⇒ 1

y
.y

′
= v

′
lnu+ v.

1

u
.u

′
=⇒ y

′
= uv

ñ
v

′
lnu+

v

u
.u

′
ô
.

Chú ý 1.1. Nếu y = f [u(x)] thì

dy = f
′
.u

′
(x)dx; f

′
(x) =

dy

dx
, u

′
(x)dx = du

nên df = f
′
du; ta có các công thức vi phân tương ứng.

3.5 Qui tắc L’Hospital

Qui tắc này dùng để khử dạng bất định
0

0
,
∞
∞ khi tìm giới hạn.

Giả sử α(x) và β(x) là hai VCB khi x → a (x → ∞) và là những hàm
khả vi tại x = a thì

lim
x→a

α(x)

β(x)
= lim

x→a
α

′
(x)

β′(x)
. (∗)

Công thức (*) cũng đúng khi có dạng
∞
∞, và là điều kiện đủ, nghĩa là giới

hạn vế phải của (*) không tồn tại thì giới hạn vế trái có thể có cũng có thể
không (khi đó phải tìm theo cách khác).
Ngoài ra qui tắc trên có thể được thực hiện một số hữu hạn lần.
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